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中文摘要： 

離散時間分數維度高斯雜訊(discrete-time fractional Gaussian noise, DFGN)被
證明是一種正規的程序(regular process)，此程序依據伍德(Wold)和 Kolmogorov
的理論能夠使用無限階數的自回歸模式來描述。考慮理論和實際的情況，我們提

出一個快速且精確的演算法，此演算法在計算複雜度(computational complexity)
上明顯超越其他估測器，此外在精確度上非常接近最大相似估測器(maximum 
likelihood estimator, MLE)，因此它是一個很有競爭性的估測器。由於此特性，我
們進一步關心離散時間分數維度高斯雜訊在遭受奇異的程序(singular process)影
響後，最大相似估測器、近似最大相似估測器的移動平均法(moving average 
method, MA)和近似最大相似估測器的自回歸模式法(autoregressive method, AR)
的估測變化。 

關鍵字：離散時間分數維度高斯雜訊、正規的程序、奇異的程序、最大相似估測

器、移動平均法、自回歸模式法。 

英文摘要： 

The discrete-time fractional Gaussian noise (DFGN) is shown that it is a regular 
process. According to Wold and Kolmogorov’s theorems, this process can be 
decomposed into one regular process and one singular process. Take both theory and 
practicality into consideration, we proposed a fast and accurate algorithm. This 
algorithm surpasses the other estimators in computational complexity. In addition, it is 
very approximate to maximum likelihood estimator (MLE) in accuracy. Therefore, it 
is a much competitive estimator. Due to this property, we further concern the variation 
among the MLE, moving average method (MA), and autoregressive method (AR) 
when they are interfered with singular processes. 

Keyword: discrete-time fractional Gaussian noise, regular process, singular process, 
maximum likelihood estimator, moving average method, autoregressive method
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一、前言 

離散時間分數維度布朗運動(discrete-time fractional Brownian motion, DFBM)
和離散時間分數高斯雜訊廣泛地被應用在自然現象和醫學工程領域，離散時間分

數高斯雜訊是離散時間分數維度布朗運動的增量程序(increment process)，有些自
然現象適合用離散時間分數維度布朗運動來描述，有些則適合用離散時間分數維

度高斯雜訊來描述，由於這兩種訊號均被定義在一個有限的區間(0,1)的單一參數

上，此參數稱為赫斯特參數(Hurst parameter)[1]，使得這兩種程序更加吸引人們

的注意。 
伍德(Wold)證明任何穩固的程序(stationary process)能夠被分解為正規的程

序和奇異的程序的和[2-4]，此正規的程序可以表示成無限階數的移動平均模式。

依據 Kolmogorov的理論[5]，任何移動平均的模式可以描述成自回歸的模式。由
於離散時間分數維度高斯雜訊屬於穩固的程序，並且它的自我相關函數

(autocorrelation function, ACF)具有長程相關性(long-term correlation)，使得它被認
為含有奇異的程序。自從離散時間分數維度高斯雜訊被證明是一種正規的程序[6]
後，一個快速且精確的演算法被提出[6-7]。此演算法在計算複雜度上優於其他的

估測器，並且在精確度上非常接近最佳的最大相似估測器，加上最大相似估測器

的緩慢收斂和實際運算的限制，使得它成為一個非常具有競爭性的估測器。 
關於赫斯特參數估測的方法，比較值得注意的有最大相似法(maximum 

likelihood estimator, MLE)[8]、移動平均法(moving average method, MA method)[9]
和自回歸模式法(autoregressive method, AR method)[6-7]。由於在量測過程中大都

使用電訊號轉換，使得所量測的訊號中經常會出現固定頻率的訊號，例如 60Hz
的訊號，此訊號正是奇異訊號的一種。因此本計劃想要研究當正規的訊號遭受奇

異的訊號干擾後，這三種常見方法的比較。 

二、研究目的 

本計劃的研究目的是使用赫斯特參數估測法去估測離散時間分數維度高斯

雜訊在遭受奇異訊號干擾後的赫斯特參數估測值的變化，在此計畫中我們使用常

見的三種方法：MLE、MA和 AR法。雖然最大相似估測器在理論上有最大的精

確度，然而因為它需要大量的矩陣運算使得它的收斂時間非常緩慢，甚至在

N=400和 H≧0.9，N=300和 H≧0.925，N=200和 H≧0.95，N=150和 H≧0.99[7]
等等時會出現除以零的情形，使得它的使用性大為降低。在九十一年的研究計劃

[7]中我們已經找出可以非常接近最大相似估測器的演算法，此方法可以在 N 不

大的情況下很接近MLE，然而當 N越大時可以得到非常好的精確度，此方法即

是自回歸模式法(AR)。在九十一年度的研究計劃中，我們也證實 AR法比MA法
具有更快和更高的精確度，然而因為MA法可以事先過濾奇異訊號使得它在本計

劃中被預期會有不錯的結果，因此仍被列入比較的方法中。 
本計劃的另一個目的是評估我們於九十一年度的計劃中所提出的演算法是

否在奇異訊號干擾下仍具有相對的競爭性，甚至可以在某種條件下超越 MLE
法，如果可以的話，毫無疑問地，自回歸模式法將在未來的赫斯特參數估測上扮

演非常重要的角色。 

三、文獻探討 
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雖然已有數種估測離散時間分數維度布朗運動的赫斯特參數的估測法：變異

法(variance method)[10]、盒計數法(box-counting method)[11-14]、最大相似估測
器(MLE)[8]和近似最大相似估測器的移動平均法[9]，但都是在沒有考慮到其他因

素的情況下進行。關於這些方法的詳細描述可參閱[7]的說明。本計劃將考慮在

奇異訊號干擾下的赫斯特參數估測，以了解赫斯特參數在數種頻率和不同程度影

響下所產生的變化。 

四、研究方法 

本研究方法是在已有的方法下去評估在奇異訊號干擾下的赫斯特參數估

測，這些估測法分別為MLE、MA和 AR法。選擇MLE的原因是它在純粹 DFGN
下理論上具有最佳的赫斯特估測值，至於 MA 法雖然它在純粹 DFGN 下沒有競
爭性，但它是唯一一種可以事先濾掉奇異訊號的方法，本計劃想了解它在有奇異

訊號干擾下，是否會提高它的競爭優勢，最後 AR 法是我們在[6]中所提出的方
法，並進而在九十一年度的計劃[7]中找到更快和更精確的演算法，這個方法是

目前在綜合計算複雜度和精確度上最具有吸引力的方法。 
在此計畫中我們分別評估四種奇異訊號的影響，它們的自我關聯函數分別為

、( ) ( )τωστ 1
2 cos=r ( ) ( ) ( )[ ]τωτωστ 21

2 coscos +=r 、

( ) ( ) ( ) ( )[ τωτωτωστ 321
2 coscoscos ++=r ]和相當特殊的有限頻帶(band-limited)的
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στ ，此處

11 =ω ， 22 =ω 和 33 =ω ， 亦 即 159.0211 ≈= πf ， 318.012 ≈= πf 和

477.0233 ≈= πf 。 

五、結果與討論 

透過前述三種方法的估測，我們得到如下的結果，此三種方式都在相同條件

下進行赫斯特參數 (H)的估測，並算出它們的平均平方誤差值 (average 
mean-squared error, average MSE)，依據此一數據來評估它們的精確度，其中 H
的範圍在 0.1:0.1:0.9，每個 H 值的 ACF 加上奇異訊號的 ACF 去產生 100 組的
realization，亦即將此 9個值的 100組 realization的 MSE取平均(mean)後再平均
(average)。表格中的第一欄表示比較三種的方法：AR、MA 和 MLE；第二欄表

示所加入的奇異雜訊的變異差(variance, )相對於所要估測的訊號( )的比
值，例如 0.01 表示

2 2
nσ sσ

01.0sn
22 =σσ ，若以訊號對雜訊的比值(signal-to-noise ratio, 

SNR)則為 ( ) 20log10SNR 10 == ns σσ 22 ，其他值 0 對應到 SNR=∞，0.1 對應到
SNR=10，1對應到 SNR=0；第一列表示資料量(data length)。注意：有網底的部
分表示 AR優於MLE的地方。 

 

表格 1: DFGN加 的訊號的平均MSE。 ( ) ( )τωστ 1
2 cos=r

C1  50 100 200 400 800 1600 3200 
0 1.09E-02 5.01E-032.14E-037.86E-045.22E-04 3.33E-04 1.39E-04 AR 

0.01 1.10E-02 4.96E-032.17E-037.71E-045.21E-04 3.53E-04 1.53E-04 
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0.1 1.21E-02 4.91E-032.12E-038.21E-045.79E-04 3.87E-04 1.77E-04  
1 1.46E-02 6.13E-032.53E-031.01E-037.17E-04 4.83E-04 2.80E-04 
0 1.40E-02 6.74E-034.14E-034.60E-035.36E-03 4.20E-03 5.15E-03 

0.01 1.41E-02 6.74E-034.16E-034.62E-035.44E-03 4.25E-03 5.15E-03 
0.1 1.47E-02 6.76E-034.17E-034.71E-035.60E-03 4.30E-03 5.18E-03 

MA 

1 1.82E-02 8.12E-034.88E-035.19E-035.87E-03 4.44E-03 5.22E-03 
0 7.24E-03 3.58E-031.42E-036.56E-04    

0.01 7.26E-03 3.59E-031.42E-036.52E-04    
0.1 7.69E-03 3.80E-031.58E-037.34E-04    MLE 

1 3.03E-02 2.53E-022.35E-021.46E-02    

 

表格 2: DFGN加 ( ) ( ) ( )[ τωτωστ 21
2 coscos +=r ]的訊號的平均MSE。 

C2  50 100 200 400 800 1600 3200 
0 1.09E-02 5.01E-032.14E-037.86E-045.22E-04 3.33E-04 1.39E-04 

0.01 1.14E-02 5.06E-032.19E-037.69E-045.34E-04 3.42E-04 1.57E-04 
0.1 1.44E-02 5.78E-032.58E-031.06E-035.98E-04 3.86E-04 2.11E-04 

AR 

1 2.25E-02 9.38E-033.94E-031.75E-039.56E-04 4.75E-04 2.75E-04 
0 1.40E-02 6.74E-034.14E-034.60E-035.36E-03 4.20E-03 5.15E-03 

0.01 1.42E-02 6.77E-034.16E-034.52E-035.32E-03 4.23E-03 5.17E-03 
0.1 1.56E-02 7.15E-034.27E-034.48E-035.27E-03 4.25E-03 5.28E-03 

MA 

1 2.35E-02 1.01E-025.35E-035.24E-035.28E-03 4.36E-03 5.50E-03 
0 7.24E-03 3.58E-031.42E-036.56E-04    

0.01 7.34E-03 3.65E-031.46E-037.20E-04    
0.1 9.18E-03 5.81E-033.05E-032.85E-03    

MLE 

1 3.73E-02 3.32E-023.25E-022.70E-02    

 

表格 3: DFGN加 ( ) ( ) ( ) ( )[ ]τωτωτωστ 321
2 coscoscos ++=r 的訊號的平均MSE。 

C3  50 100 200 400 800 1600 3200 
0 1.09E-02 5.01E-032.14E-037.86E-045.22E-04 3.33E-04 1.39E-04 

0.01 1.19E-02 5.43E-032.39E-039.19E-046.60E-04 4.11E-04 1.76E-04 
0.1 2.24E-02 1.09E-025.38E-032.73E-031.97E-03 9.60E-04 7.16E-04 

AR 

1 6.79E-02 3.66E-021.93E-021.07E-026.54E-03 3.63E-03 1.93E-03 
0 1.40E-02 6.74E-034.14E-034.60E-035.36E-03 4.20E-03 5.15E-03 

0.01 1.46E-02 6.70E-034.25E-034.41E-035.35E-03 4.22E-03 5.20E-03 
0.1 2.03E-02 8.72E-035.59E-034.91E-035.30E-03 4.30E-03 5.31E-03 

MA 

1 5.38E-02 2.75E-021.77E-021.18E-027.58E-03 5.69E-03 6.53E-03 
0 7.24E-03 3.58E-031.42E-036.56E-04    

0.01 7.56E-03 3.87E-031.74E-039.36E-04    
0.1 1.40E-02 9.81E-038.10E-037.37E-03    

MLE 

1 6.80E-02 5.38E-025.32E-025.06E-02    
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表格 4: DFGN加有限頻帶的訊號的平均MSE。 

BL  50 100 200 400 800 1600 3200 
0 1.09E-02 5.01E-032.14E-037.86E-045.22E-04 3.33E-04 1.39E-04 

0.01 1.12E-02 5.20E-032.29E-038.74E-046.36E-04 4.56E-04 2.44E-04 
0.1 1.51E-02 9.49E-036.34E-034.85E-034.88E-03 4.84E-03 4.57E-03 

AR 

1 6.81E-02 7.00E-026.88E-026.87E-027.02E-02 7.15E-02 7.12E-02 
0 1.40E-02 6.74E-034.14E-034.60E-035.36E-03 4.20E-03 5.15E-03 

0.01 1.42E-02 7.00E-034.38E-034.80E-035.72E-03 4.44E-03 5.26E-03 
0.1 1.79E-02 1.21E-029.27E-039.74E-031.17E-02 9.64E-03 9.53E-03 

MA 

1 7.19E-02 7.69E-027.39E-027.64E-028.32E-02 7.77E-02 7.29E-02 
0 7.24E-03 3.58E-031.42E-036.56E-04    

0.01 7.47E-03 3.77E-031.62E-038.24E-04    
0.1 1.23E-02 8.68E-036.67E-035.76E-03    

MLE 

1 6.90E-02 6.71E-026.57E-026.40E-02    

由上面的表格數據得知，MA法在單純的奇異訊號組合干擾下，在平均MSE
上並沒有明顯的下降，即使它的方法可事先濾掉奇異的訊號，然而在有限頻帶的

干擾下仍然受到相當大的影響。縱使MA法受到較小的影響，然而整體的表現仍
然遠低於 AR法。另一方面，比較值得關注的是，AR法在單純的奇異訊號組合

干擾下，當干擾的 SNR在 20的時候，很明顯地超越MLE法，在 10的時候當資
料量大於等於 100時，也優於MLE法，它們差距被歸納如下表，有網底的部分
表示 AR優於MLE的地方。 

表格 5: DFGN加 的訊號的平均MSE差距：AR-MLE。 ( ) ( )τωστ 1
2 cos=r

C1  50 100 200 400 
AR 1 1.46E-02 6.13E-03 2.53E-03 1.01E-03 

MLE 1 3.03E-02 2.53E-02 2.35E-02 1.46E-02 
AR-MLE 1 -1.58E-02 -1.92E-02 -2.10E-02 -1.36E-02 

 

表格 6: DFGN加 ( ) ( ) ( )[ τωτωστ 21
2 coscos +=r ]的訊號的平均MSE差距：AR-MLE。 

C2  50 100 200 400 
0.1 1.44E-02 5.78E-03 2.58E-03 1.06E-03 AR 

1 2.25E-02 9.38E-03 3.94E-03 1.75E-03 
0.1 9.18E-03 5.81E-03 3.05E-03 2.85E-03 MLE 

1 3.73E-02 3.32E-02 3.25E-02 2.70E-02 
0.1 5.22E-03 -3.00E-05 -4.72E-04 -1.79E-03 AR-MLE 

1 -1.47E-02 -2.38E-02 -2.86E-02 -2.52E-02 
 

表格 7: DFGN加 ( ) ( ) ( ) ( )[ ]τωτωτωστ 321
2 coscoscos ++=r 的訊號的平均MSE差距：

AR-MLE。 

C3  50 100 200 400 
0.1 2.24E-02 1.09E-02 5.38E-03 2.73E-03 AR 

1 6.79E-02 3.66E-02 1.93E-02 1.07E-02 
MLE 0.1 1.40E-02 9.81E-03 8.10E-03 7.37E-03 
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 1 6.80E-02 5.38E-02 5.32E-02 5.06E-02 
0.1 8.42E-03 1.05E-03 -2.72E-03 -4.65E-03 AR-MLE 

1 -1.11E-04 -1.71E-02 -3.39E-02 -3.99E-02 
 
表格 8: DFGN加有限頻帶的訊號的平均MSE差距：AR-MLE。 

BL  50 100 200 400 
0.1 1.51E-02 9.49E-03 6.34E-03 4.85E-03 AR 

1 6.81E-02 7.00E-02 6.88E-02 6.87E-02 
0.1 1.23E-02 8.68E-03 6.67E-03 5.76E-03 MLE 

1 6.90E-02 6.71E-02 6.57E-02 6.40E-02 
0.1 2.84E-03 8.17E-04 -3.21E-04 -9.13E-04 AR-MLE 

1 -8.61E-04 2.86E-03 3.05E-03 4.73E-03 
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七、計劃成果自評 

本計劃預期完成的部分是研究離散時間分數維度高斯雜訊在遭受奇異訊

號，例如電訊號，影響下赫斯特參數的估測，並進而找到消除此奇異訊號成分的

方法，最後評估數種較有競爭性的估測法，其目的主要是與九十一年度計劃所提

出的 AR法做比較，來了解他們的性能差異。為了評估這些估測器的性能，本計

劃使用最佳的MLE法和可事先濾掉奇異成分的MA法與 AR法做比較。結果出
乎意料，MA法雖然可事先濾掉奇異成分，但因為它的誤差值很大使得無法有效

反應此部份的成效在結果上，我們從表格可知，MA法的確受到奇異訊號的影響

最小。另一方面，MLE 法雖然是最佳的估測器，但因為受到奇異訊號很大的影

響，使得它在 SNR大於等於 10時會出現MSE 落後我們所提出的 AR法的情況，
這也提高 AR法在估測赫斯特參數的競爭性，對於一個擁有絕佳的執行效率的估

測器，也擁有接近MLE性能的估測器而言，若訊號受到奇異訊號影響後可以超

越 MLE，則將是一個很大的進步，畢竟量測經常來自電訊號的轉換，而電訊號

正是奇異訊號的一種現象，除非確定所量測的訊號沒有電訊號，資料量不大，且

不受估測時間影響的情況下，否則 AR法將是目前一個最有競爭性和吸引力的估

測器。 
雖然目前尚未找到適合消除奇異訊號的有效方法，但由於在受到奇異訊號影

響下 AR法優於 MLE法，使得本計劃的成果具有相當價值的貢獻，此結果將提
昇 AR法應用在實際的赫斯特參數估測上，因此非常適合將此價值發表在學術期

刊上。 
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