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使用碎形維度找出醫學影像病徵 

壹、摘要  

在肺部 X 光影像中，具有肺炎特性的區塊紋理經常與其他周邊區塊的紋理有所

不同，相較於正常部分，肺炎部分的紋理通常較粗糙。因此，本研究將善用這

個差別特性，來識別 X 光影像之肺炎。因此本計畫的目的是透過碎形維度

(fractal dimension, D)估評估醫學影像病徵。肺部 X 光影像可被模擬成二維分數

布朗運動(two-dimensional fractional Brownian motion, 2D FBM) ，透過其中的赫

斯特指數(Hurst exponent, H)來計算碎形維度，碎形維度與赫斯特指數的關係為

D = 3 – H，其中估測赫斯特指數係使用最大相似性估器(maximum likelihood 
estimator, MLE)。首先將影像分割成子影像，透過估測器針對切割後的影像，

計算出每個子影像的碎形維度，並取得其平均值、標準變異量與其他相關特

徵，最後使用支援向量機(Support Vector Machine, SVM)與決策樹(Decision Tree, 
DT)進行分類，以計算其分辨率。其分辨率可以達到 88.90%與 86.69%。希望本

研究計畫所獲得的研究成果可以輔助醫生掌握更精準的病患生理訊息，同時給

予病患即時的醫療診斷，並應用在後續更廣泛的臨床醫學中。 

關鍵字: 碎形維度、赫斯特指數、最大相似性估器、支援向量機、決策樹 

貳、研究動機及研究問題 

 研究動機 

    醫學影像在協助醫生診斷方面扮演了一個很重要的角色，所以如果影像

判斷的準確率與即時性能加強，就能更有效提升醫療品質。且醫學影像的病

理部分經常呈現不同於正常部分的特性，若差異很大，肉眼即可判斷，但若

差異不大時，則須借助人工智慧的輔助。如何判讀醫學影像的病徵，最基本

的關鍵在於如何找出適當的特徵。 
碎形幾何(fractal geometry)[1]是描述病理結構很有用的工具，甚至可以深

入了解腫瘤生長的機制，可以快速診斷出大腦、肝臟或其他體內器官的傷害

情形，且能及時看出許多部位的腫瘤，例如：前列腺[2]、肺[3]、肝、胰臟腫

瘤能夠藉由碎形分析來確定範圍及大小，對周圍組織的侵犯程度亦能提供重

要的訊息。因此，考慮碎形維度的不規則結構的型態計量學已經逐漸被廣泛

使用。從紋理上的角度來看，碎形維度較小意味著表面更光滑，碎形維度較

大意味著表面比較粗糙。相較於良性組織，惡性組織，如結節，較為粗糙，

因此碎形維度是區分良性組織和惡性組織的合適標準。 
希望透過估測碎形維度，可以即時且有效的判斷出病理結構或是組織異常

的位置，透過人工智慧中的機器學習進行判讀，提供醫生與醫護人員更有效率

的診斷，做為後續臨床醫學的參考。 
  



◆  研究問題 
為有效且客觀的判讀，須借助於人工智慧的判讀。為此，本研究發現肺

部影像與二維分數布朗運動(two-dimensional fractional Brownian motion, 2D 
FBM)[4]很像，因此可將肺部影像模擬成 2D FBM，接著透過最大相似估測器

(Maximum Likelihood Estimator, MLE)[5]以計算出其中的赫斯特指數(Hurst 
exponent, H) [6]，再透過碎形維度(Fractal Dimension, D)與赫斯特指數(H)的關

係，D = 3 – H，以計算出碎形維度。透過碎形維度判讀該影像中是否有肺炎

存在，若肺炎存在，可依據碎形維度了解其傷害程度和範圍。 
本研究的主題如下：將原始影像以中心為基準切割成一致的大小，再將

影像分割成子影像，透過估測器針對切割後的影像，計算出每個子影像的碎

形維度，並取得其平均值、標準變異量與其他相關特徵，最後使用人工智慧

中的機器學習來分類醫學影像為正常或異常進行分類，以計算其分辨率。使

得評估醫學影像有更準確的判斷。 

參、文獻回顧與探討 

一、 碎形幾何(Fractal Geometry) [1] 
    碎形(fractal)用來表示不規則碎片。許多自然物體具有自相似(圖1)的碎

形性質，基於此概念，碎形可以看作是與整個物體相似的子物體組成的對

象。                                       

                                   

          圖1，科赫曲線，來源：Wikipedia 
   大多數自然表面是空間各向同性的碎形，碎形已成功地應用於數字圖

像處理領域及其在醫學圖像分析中的應用。特別是碎形可以用為作形態計

量學工具，以針對病理的形式進行診斷和預後，而一些碎形的數學模型可

以模擬腫瘤的生長。Chang[5]以及一些研究表明，碎形是描述病理結構的

有用工具，它針對病理的機制提供了獨特的觀點。 

 

二、 分數布朗運動(Fractional Brownian motion) [4] 

這個方法是一個非平穩模型，該模型推廣了布朗運動，用於描述具有非獨

立且常態分佈增量的隨機過程，其特徵是一個稱為赫斯特 指數（Hurst 
exponent）的參數。透過赫斯特 指數 的值可以確定 FBM 是哪種過程(process)： 

• 如果 H = 1/2，則該過程實際上是布朗運動; 
• 如果 H > 1/2，則該過程具有增量正相關; 



• 如果 H < 1/2，則該過程具有增量呈負相關。 
 
三、 赫斯特指數（Hurst exponent) [6] 

Hurst exponent被廣泛應用於訊號或是影像的碎形分析，與碎形維度有直接

的數學式關係，若是應用在影像上，則關係為D = 3 - H，H範圍為0到1。因為有

著這樣的關聯，所以亦可透過觀察赫斯特指數的值來判斷運動的粗糙度，如圖2
可看出H值越小，粗糙度越高；反之，H值越大則越平滑。因此，赫斯特指數非

常適合當作觀察病徵的指標。 

 
圖2，Hurst exponent與粗糙程度關係變化，來源：Wikipedia 

 
四、  FBM 和 FGN [5] 

令符號{x(t), t ∈ R}表示一個連續的隨機過程；{x[n]，n ∈ Z}是一個離散隨

機過程。FBM，通常用BH（t）表示，其離散的FBM (DFBM)用BH [n]表示。 
DFBM的自相關函數（Autocorrelation functions）為非平穩的過程，而透過

DFBM的增量過程，XH [n] = BH [n] - BH [n-1]，用來獲得一個平穩過程，稱為

DFGN。 
    DFGN 的機率密度函數(PDF)可以表示成:     

       𝑝𝑝(x;𝐻𝐻,𝜎𝜎2) = 1

(2𝜋𝜋)
𝑁𝑁
2 |𝑅𝑅|

1
2
𝑒𝑒𝑒𝑒𝑝𝑝 �− 1

2
𝑒𝑒𝑇𝑇𝑅𝑅−1𝑒𝑒�         (1) 

                  
x=[x0 x1 ··· xN−1]T是資料的行向量，R 為共變異數矩陣，|R|是共變異 
數矩陣的行列式值，由於DFGN來自DFBM，因此DFGN的均值為0。機率密度

函數(Probability Density Function, PDF)由兩個未知參數組成：赫斯特指數和變

異數。變異數是可分離的參數，但赫斯特指數是不可分離的。因此，方程式

（1）有兩種可能的情況：已知變異數和未知變異數。在已知變異數的情況下，

我們通過以下公式估算赫斯特指數: 

max
𝐻𝐻

[𝑝𝑝(𝑒𝑒;𝐻𝐻)] = max
𝐻𝐻

[log𝑝𝑝(𝑒𝑒;𝐻𝐻)] 

此公式等效於 

max
𝐻𝐻

{− log|𝑅𝑅| − 𝑒𝑒𝑇𝑇𝑅𝑅−1𝑒𝑒} 



 = max
𝐻𝐻

{− log|𝑅𝑅�| − 𝜎𝜎−2𝑒𝑒𝑇𝑇𝑅𝑅�−1𝑒𝑒}             (2)                   

 
為標準化後的共變異數矩陣，變異數為1。 

在未知變異數的情況下，我們通過以下公式估算赫斯特指數: 

max
𝐻𝐻

[max
𝜎𝜎2

{log𝑝𝑝(𝑒𝑒;𝐻𝐻,𝜎𝜎2)}] 

 
取PDF的對數為: 

          log𝑝𝑝(𝑒𝑒; H,𝜎𝜎2) = −𝑁𝑁
2

log(2𝜋𝜋) − 𝑁𝑁
2

log𝜎𝜎2 − 1
2

log|𝑅𝑅�| − 1
2𝜎𝜎2

𝑒𝑒𝑇𝑇𝑅𝑅�−1𝑒𝑒  (3)  

    接著對log p(x; H)直接取導數: 

                                 𝜎𝜎�2 = 1
𝑁𝑁
𝑒𝑒𝑇𝑇𝑅𝑅�−1𝑒𝑒                     (4)                                       

    把方程式(4)代入方程式(3)，及求得: 

max
𝜎𝜎2

{log𝑝𝑝(𝑒𝑒;𝐻𝐻,𝜎𝜎2)} 

= log 𝑝𝑝(𝑒𝑒;𝐻𝐻,𝜎𝜎�2) = −
𝑁𝑁
2

log(2𝜋𝜋) −
𝑁𝑁
2

log(𝜎𝜎�2) −
1
2

log|𝑅𝑅�| −
𝑁𝑁
2

 

    最後省略一些不影響最大化的結果後得到:  

max
𝐻𝐻

[max
𝜎𝜎2

{log𝑝𝑝(𝑒𝑒;𝐻𝐻,𝜎𝜎2)}]   

                       = max
𝐻𝐻

[− log|𝑅𝑅�| − 𝑁𝑁 log(1
𝑁𝑁
𝑋𝑋𝑇𝑇𝑅𝑅�−1𝑒𝑒)]             (5) 

肆、研究方法及步驟    

 以兩種不同方法的 2D DFGN 最大化求得赫斯特指數 [5] 

因 2D DFBM 須先轉換成 2D DFGN 才能使用 MLE 來估測赫斯特指數

(H)，進而估測碎形維度(D)，有兩種方式可以達成。第一種由 Hoefer 提出的方

法，其中 N1=(M-1)*(N-1)，M 為欲估測的影像的行，N 為欲估測的影像列，因

此得到此 2D DFGN 的 PDF 為: 

           𝑝𝑝��⃑�𝑋1;𝐻𝐻,𝜎𝜎2� = 1

(2𝜋𝜋)
𝑁𝑁1
2 |𝑅𝑅1|

1
2

× exp �− 1
2
�⃑�𝑋1𝑇𝑇𝑅𝑅1−1�⃑�𝑋1�             (6)                 

                                        
在未知變異數的情況下，我們通過以下公式估算赫斯特指數: 
      先取PDF的對數為: 

log𝑝𝑝��⃑�𝑋1;𝐻𝐻,𝜎𝜎�2� = −
𝑁𝑁1
2

log(2𝜋𝜋) −
𝑁𝑁1
2

log𝜎𝜎�2 −
1
2

log|𝑅𝑅�1| −
𝑁𝑁1
2

 



最後省略一些不影響最大化的結果後得到: 

  max
𝐻𝐻

[log 𝑝𝑝(�⃑�𝑋1;𝐻𝐻,𝜎𝜎�2)] 

= max
𝐻𝐻

[− log|𝑅𝑅�1| − 𝑁𝑁1 log( 1
𝑁𝑁1
�⃑�𝑋1𝑇𝑇𝑅𝑅�⃑ 1−1�⃑�𝑋1)]    (7) 

此公式等同於方程式(5) 
在已知變異數的情況下，我們通過以下等同於方程式(2)的公式估算赫斯特

指數: 

max
𝐻𝐻
�− log|𝑅𝑅1| − �⃑�𝑋1𝑇𝑇𝑅𝑅�⃑ 1−1�⃑�𝑋1� 

                         = max
𝐻𝐻
�− log|𝑅𝑅�1| − 𝜎𝜎−2 �⃑�𝑋1𝑇𝑇𝑅𝑅�⃑ 1−1�⃑�𝑋1�          (8)            

                                            
    不同於Hoefer，Balghonaim和Keller提出另外一種2D DFGN。其中N2=(M-
1)*N。而這個2D DFGN的PDF等同於方程式(1)，如下所示: 

𝑝𝑝��⃑�𝑋2;𝐻𝐻,𝜎𝜎2� =
1

(2𝜋𝜋)
𝑁𝑁2
2 |𝑅𝑅2|

1
2

× exp �−
1
2
�⃑�𝑋2𝑇𝑇𝑅𝑅2−1�⃑�𝑋2� 

 
在未知變異數的情況下，我們通過以下公式估算赫斯特指數: 
取PDF的對數為: 

log𝑝𝑝��⃑�𝑋2;𝐻𝐻,𝜎𝜎�2� = −
𝑁𝑁2
2

log(2𝜋𝜋) −
𝑁𝑁2
2

log 𝜎𝜎�2 

−
1
2

log|𝑅𝑅�2| −
𝑁𝑁2
2

 

 
最後省略一些不影響最大化的結果後得到: 

max
𝐻𝐻

[log𝑝𝑝(�⃑�𝑋2;𝐻𝐻,𝜎𝜎�2)] 

     = max
𝐻𝐻

[− log|𝑅𝑅�2| − 𝑁𝑁2 log( 1
𝑁𝑁2
�⃑�𝑋2𝑇𝑇𝑅𝑅�⃑ 2−1�⃑�𝑋2)]  (9)                                                       

    此公式等同於方程式(7)。 
在已知變異數的情況下，我們通過以下等同於方程式(8)的公式估算赫

斯特指數: 

max
𝐻𝐻
�− log|𝑅𝑅2| − �⃑�𝑋2𝑇𝑇𝑅𝑅�⃑ 2−1�⃑�𝑋2� 

                     = max
𝐻𝐻
�− log|𝑅𝑅�2| − 𝜎𝜎−2 �⃑�𝑋2𝑇𝑇𝑅𝑅�⃑ 2−1�⃑�𝑋2�            (10) 

                                                       



接著，可以迭代地計算共變異矩陣的反矩陣和行列式值以找出最佳的赫斯

特指數。方便起見，我們用迭代計算方程式(7)、(8)、(9)、(10)。 
 

 2D DFBM 的迭代的 MLE [5] 
               迭代的 MLE 運算相關的符號如下: 

   𝑹𝑹−1 = 𝑳𝑳𝑇𝑇𝑫𝑫𝑳𝑳               (11)                      
                                            

𝐋𝐋 = �

𝐼𝐼 0 ⋯ 0
𝐴𝐴1(1) 𝐼𝐼 ⋯ 0
⋮ ⋮ ⋱ ⋮

𝐴𝐴𝑀𝑀−1(𝑀𝑀− 1) 𝐴𝐴𝑀𝑀−1(𝑀𝑀− 2) ⋯ 𝐼𝐼

�   (12)               

        

                       𝐃𝐃 =

⎣
⎢
⎢
⎡𝑃𝑃0

−1 0 ⋯ 0
0 𝑃𝑃1−1 ⋯ 0
⋮ ⋮ ⋱ ⋮
0 0 ⋯ 𝑃𝑃𝑀𝑀−1−1 ⎦

⎥
⎥
⎤
           (13)                  

                                                
                          log|𝑹𝑹| = ∑ log𝑃𝑃𝑖𝑖𝑁𝑁−1

𝑖𝑖=0                (14)                 
                           

2D DFBM 的迭代的 MLE 主要有五步驟如下: 
(1) 使用向量 Levinson 演算法運算出預測變異數和係數 
(2) 運用方程式(12)、(13)分別儲存 L 和 D 
(3) 使用方程式(11) 計算 R 的反矩陣(R-1) 
(4) 使用方程式(14) 計算 log|R| 
(5) 最後根據個別的目的計算方程式(7)、(8)、(9)、(10) 

雖然迭代的 MLE 是可行的，但以上內容的過程仍需要儲存大量的矩陣計算。

我們可以通過更完善美的對數相似函數結構，獲得一個更有效率的 MLE 估測器，

稱為 2D DFBM 的有效率 MLE，此估測器可以加快計算速度。 

 
 2D DFBM 的有效率 MLE [5] 

為了避免使用大量記憶體儲存矩陣運算，首先使用 Cholesky 分解來分解

Pk的反矩陣，接著分解𝑅𝑅-1。第三，逐段計算�⃑�𝑋T𝑅𝑅-1�⃑�𝑋。最後，把每一個片段相

加起來而無須儲存任何儲存動作。 

有效率 MLE 運算相關的符號如下: 

            𝑃𝑃𝑘𝑘−1 = 𝑈𝑈𝑘𝑘𝑇𝑇𝑈𝑈𝑘𝑘, k=0,1,...,M-1 



D = �

𝑈𝑈0 0 ⋯
0 𝑈𝑈1 ⋯
⋮
0

⋮
0

⋱
⋯

0
0
⋮

𝑈𝑈𝑀𝑀−1

�

𝑇𝑇

× �

𝑈𝑈0 0 ⋯
0 𝑈𝑈1 ⋯
⋮
0

⋮
0

⋱
⋯

0
0
⋮

𝑈𝑈𝑀𝑀−1

� = 𝐷𝐷𝑈𝑈𝑇𝑇𝐷𝐷𝑈𝑈 

   
 𝑹𝑹−1 = 𝐖𝐖𝑇𝑇𝐖𝐖 
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             𝑌𝑌𝑖𝑖 = 𝑈𝑈𝑖𝑖�∑ 𝐴𝐴𝑖𝑖(𝑖𝑖 − 𝑘𝑘)𝑋𝑋𝑘𝑘𝑖𝑖−1
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2D DFBM 的有效率 MLE 主要有四步驟如下: 

(1) 使用向量 Levinson 演算法運算出預測變異數和係數 
(2) 使用方程式(14) 計算 log|R| 
(3) 使用方程式(16) 算出 Y i和使用方程式(15) 算出各片段的總和 
(4) 據個別的目的計算方程式(7)、(8)、(9)、(10) 

研究發現，迭代的 MLE 和有效率的 MLE 有著相同的準度

但是有效率的 MLE 無論是速度還是效率都勝過迭代的

MLE。  

 
本研究影像來源以 Kaggle 網站下載的肺部 X 光影像[7]為對象，資料集

包含正常的肺部 X 光影像以及罹患肺炎的肺部 X 光影像兩種影像，共 5856
張，正常有 1583 張，肺炎有 4273 張，其中訓練集、測試集和驗證集分別為 
5216 張(1341 張正常、3875 張肺炎)、624 張(234 張正常、390 張肺炎)、16 張影

像(8 張正常、8 張肺炎)。 
首先將原始資料庫中的訓練集、 測試集和驗證集中的正常和肺炎影像全部

分成兩種影像分別為正常和肺炎影像，共有 5856 張，其中正常 1583 張，約佔有

27%，肺炎有 4273 張，約佔有 73%。 
執行步驟如下： 
1. 因為每張影像大小略有不同，為使辨識更加精準，故從原始影像中截取

最核心的影像區塊，大小為 127 × 384。 



2. 將此區塊分割成不同尺寸的子影像，大小切成 8 × 8 的子影像，且分割

的步長分別使用 2 和 4。 
3. 使用 MLE 估測每個子影像的赫斯特指數後，再換算成碎形維度。 
4. 首先計算所有子影像的中位數、眾數、最小值、最大值、全距，再將所

有子影像按照碎形維度的大小排序，區分成六等份(0–25%, 25%–

50%,37.5%–62.5%,50%–75%, 25%–75%, 75%–100%)，並計算出全

部與每個區段的平均值，接著計算了全部與排序後 25%–75%的變異量，

因此共收集到十四種特徵供機器學習採用。 
5. 使用機器學習中的 SVM[8-9]與 DT[9]來辨識，其中訓練集佔所有影像

圖的 90%，測試集佔 10%。 

伍、實驗結果 

目前僅使用由分割後獲得之 8 × 8 子影像的十四種特徵做為 SVM 與 DT 的

特徵，暫不考慮由其他區塊分割所提供的資料；SVM 與 DT 僅使用預設參數。

經過測試多種不同特徵的搭配後，由全部的平均值與變異量和(0–25%, 25%–

50%)的平均值等四種特徵的訓練有最好的辨識率。也發現在 SVM 的時候使用

分割步長為 2，DT 使用的分割步長為 4 效果最好。結果顯示，辨識率分別可達

88.90%與 86.68%。從結果顯示，透過有效的紋理分析演算法確實可以有效辨識

是否具有肺炎。本研究所使用的估測器為最先進的赫斯特指數估測演算法：最

大相似估測器[5]，也能應用於其他的醫學影像資料庫中。 
因肺部影像的局部特性類似於 2D FBM，因此本研究將每個子影像模擬成

2D FBM；圖 1 和圖 2 分別表示正常和肺炎的影像[7]。即便是專業醫師，用人

工分辨是否為正常或肺炎時，難免會有誤判情形發生。圖 3、圖 4 和圖 5 為不

同赫斯特指數的影像。 

  

圖 1 肺部 X 光影像的正常影像：範例 1(左)；範例 2(左) 

 
圖 2 肺部 X 光影像的肺炎影像：範例 1(左)；範例 2(左) 



 
圖 3，H = 0.1(左)；H = 0.3(右) 

 

 
圖 4，H = 0.5(左)；H = 0.7(右) 

 

 
圖 5，H = 0.9 

陸、討論 

如所預期，肺部 X 光影像的肺炎部分確實與正常部分有所不同。截至目前為

止，本研究使用機器學習中的支援向量機(SVM)與決策樹(DT)，其參數也僅使

用預設值，即分別取得 88.90%與 86.69%的辨識率。透過本研究的成果，可以

有很高的機會得出比傳統解讀醫學影像更精準、更有效率的診斷方式，以輔助

醫生即時掌握病患的生理狀況，並給予準確的醫療診斷。在未來，我們可以繼



續利用碎形維度以辨識其他病理組織的紋理差異，例如乳癌、大腸癌等，相信

在臨床醫學中，還有許多的應用和貢獻空間可以被廣泛地開發。 
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